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Resumen:

Este articulo detalla las ecuaciones que describen la dindmica del sistema Suspension
Activa mediante las expresiones de movimiento de Lagrange. Adicionalmente, se
determinan los puntos de operacion del sistema y en Simulink es observada la
respuesta del modelo obtenido, de acuerdo a variaciones en sus condiciones iniciales.

Palabras clave: Lagrange, Ecuaciones de estado, Suspension Activa, Puntos de

operacion.

Abstract:

This paper details the equations that describe the dynamics of the Active Suspension
system using Lagrange's motion expressions. Additionally, the operating points of the
system are determined and the response of the obtained model is plotted in Simulink,
according to variations in its initial conditions.
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Infroduccidn

Determinar  las  ecuaciones que
describen la dinamica de un sistema
electromecédnico permite establecer y
simular el comportamiento de wun
sistema fisico. Una de las metodologias
usadas para ello es hacer uso de la
representacion por variables de estado,
dicha representaciéon surge del analisis
del comportamiento mecénico y/o
eléctrico del sistema; una manera para
simplificar ese andlisis es hacer uso de
las ecuaciones de Lagrange, las cuales a
partir de la descripcién del sistema con
base en su energia potencial y cinética
permite obtener las ecuaciones de
estado simplificando la formulacién de
las fuerzas inerciales del sistema.

El sistema electromecanico Suspension
Activa es un sistema lineal, el cual
puede ser analizado mediante el
modelo de cuarto de carro (QUANSER,
2010b);  dicho modelo  permite
establecer el comportamiento del
sistema alrededor de los puntos de
operacion (andlisis local) mediante los
puntos de equilibrio. Este articulo
presenta el andlisis teérico realizado al
sistema Suspension Activa de Quanser
con el fin de obtener su representacion
en variables de estado, definir sus
puntos de operaciéon y simular el
comportamiento del sistema.

Procedimiento

Primero se representa el sistema de
suspension activa a través de un
modelo de doble masa - resorte -
amortiguador, como se muestra en la
figura 1. Las entradas del sistema son la
posicion de la superficie del camino
z,(t) y el comando de control F. (fuerza
de control que se ejerce sobre la

carroceria y la llanta para contrarrestar
la vibracién causada por la superficie).
Las coordenadas generalizadas del
sistema son: el desplazamiento de la
carroceria del vehiculo x,(t) (masa
suspendida en el modelo de cuarto de
carro), y el desplazamiento de la llanta
x;(t) (masa no suspendida en el modelo
de cuarto de carro), todas referenciadas
respecto a tierra, de acuerdo con lo
especificado en el manual de Quanser
(2010a).

Kis |_'j us

Figura 1. Modelo de doble
masa-resorte-amortiguador (QUANSER,
2010).

Tras aquello y para la formulacién de
Lagrange, el sistema es analizado en
funcion de su energia cinética y energia
potencial (Zak, 2003), cuyas expresiones
estan definidas de forma general en las
ecuaciones, desde la 1 hasta la 3.

1 2
Ec = - mv
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Ecuacion 1. Energia cinética, €n donde m es
la masa y v es la velocidad.

Ep = mgh

Ecuacion 2. Energia potencial gravitatoria,
donde m es masa, g gravedad y h altura.

Ec

1, 2
= ?kx
Ecuacion 3. Energia potencial elastica,

donde k es la constante elastica del resorte y
x el desplazamiento, o posicion, del resorte.

Como existen dos coordenadas es
necesario  determinar la  energia
potencial y cinética para cada una de
ellas. Asi, se define la energia cinética
para las coordenadas generalizadas x, y
x; empleando la ecuacién 4, y la energia
potencial para dichas coordenadas
empleando la ecuacién 5.

2
. .
T,==aM s(xz)

2
_ 1 )
Tl ) Mus(xl)

Ecuacion 4. Expresiones para definir la
energia cinética.

Ecuacion 5. Expresiones para definir la
energia potencial.

Luego, de acuerdo a la formulacion de
Lagrange, el Lagrangiano del sistema es
L=T-U,dondeT=T1+T2 yU=U1
+ U2, por lo tanto, el Lagraniano se
obtiene mediante la ecuacién 6.

1 -\2
TMus(xl)

%k (x2 - x1)2 +M gx, +

N

2
_ 1 y
T = 2Ms(xz) +

U

1 _ 2 H
+ 2 kus(xl Zr) u Musgxl

2 2
1 ) 1 ’
7Ms(x2) + TMus(xl) +

- %ks(XZ - xl)z 2 Msng -
N %kus(xl N Zr)z - Musgxl

Ecuacién 5. Formulacion del Lagrangiano.

Adicionalmente, debido a que el
sistema cuenta con elementos que
disipan  energia  (amortiguadores
viscosos), es necesario plantear Ia
funcién de disipaciéon de Rayleigh (D)
para las coordenadas generalizadas x, y
x; (Ogata,1987), mediante la ecuacion 6.

2 2
Al I -
D = 2Bs(x2 xl) + ZBus(Zr xl)
Ecuacién 6. Disipacién de Rayleigh.

Asi, a partir del Lagrangiano del
sistema y la funcién de disipacion de
Rayleigh, se calculan las expresiones de
Lagrange para el sistema no
conservativo, segtin la ecuaciéon 7.

d | aL aL aD

L == o F

dt(ax ) ox, + ax ne*1
1 1

d| aL aL aD

dt(a,éz) ox, + ,9,;2 = "ne2

Ecuacion 7. Expresiones para calcular el
Lagrangiano.

Ahora, aplicando las ecuaciones 8 y 9,
se  desarrollan las  expresiones
detalladas en la ecuacion 7.

aL ( ; )
— = X
axl us\ 1
A (oL ) _ X
dt a;&l T Tus\™1
aL_ _ _
ax k (xz x1) +
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—% (x —z)—M g

us\ 1 T us

w . . . .
a;&l - Bs(xZ - xl) - Bus(zr - xl)
—F.= Mus<x1) R ks(xz B xl) +
+ kus(xl - Zr) + Musg +
- Bs(xZ - xl) - Bus(zr - xl)

Ecuacion 8. Desarrollo de la expresion

F Ny detallada en la ecuacion 7.

Fo= Ms(gzz) + ks(xz B xl) +

+ Msg + Bs(x2 - xl)
Ecuacion 9. Desarrollo de la expresion
F Ny detallada en la ecuaciéon 7.

Finalmente, seleccionando las variables
de estado como se indica en la ecuacién
10 (Bay, 1999), las expresiones finales de
la ecuaciones 8 y 9, pueden reescribirse
en funcion de dichas variables de
estado, tal como se detalla en las
ecuaciones 11 y 12, respectivamente.

Ecuacion 10. Variables de estado.

- FC = Mus xé) - ks(x3) +

+ kus(x5 + Musg +

N Bs(x4 - x6) B Bus(Z.r - X6M

Ecuacién 11. Reescritura de la expresion
final en la ecuacién 8.

FC = MS(Jéll-) + ks(x3) +
+ Msg + Bs(x4 — x6)

Ecuacion 12. Reescritura de la expresion
final en la ecuacién 9.

Reescribiendo todo el sistema en
funciéon de las derivadas de las cuatro

variables de estado: {x_, Xy Xy X 6}, se

3
obtienen las ecuaciones de estado con
las cuales se modela el sistema
dindmico Suspensiéon Activa, como se
indica en la ecuacion 13.

.=._.=>-= B
X3 XZ Xl X3 X4X

6
kS BS BS
X=X T Ts(x3) -9t - Ts(x4) + Ts(x6) +
o
X=X~z D X =X 7
kS kus BS
X6 = %17 M (xa) oM (xs) tomg (x4) B

Ecuacién 13. Ecuaciones de estado (1).

Modelo con Pardmetros del
Fabricante

Una vez se tienen las ecuaciones de
estado del sistema se reemplazan los
valores de los parametros especificados
en el manual de Quanser (2010b) para
la Suspensiéon Activa, como se muestra
en la ecuacion 14.

M =245Kg. M _=1Kg.
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k = 490% k = 1250 % -3, O61(x4) + 3, O61(x6) + 0,26‘%&0

us

Ecuacion 14. Parametros de la Suspension X =x —z
Activa, dados por Quanser (2010b). 5 6 "
Los valores: BS y Bus, en la ecuacién 15, X, = 980(x3) - 2500( x5) + —98+ 7, 5(x4) -7, 5(x6)
fueron tomados de la guia de Apkarian
y Abdossalami (2012). Ecuacién 17. Ecuaciones de estado (2).
B =75 Ns B =5 N Dichas ecuaciones de estado pueden ser

s m us m expresadas matricialmente, tal como se

muestra en la ecuacion 18.
Ecuacion 15. Valoresde B y B .

[a& X, X_X ]: [x, —x, — 400x, - 9,8 — 3,061x, + 3,
Asi, pueden establecerse los parametros 3.4 576 46 3 4

de la ecuacién 16, y las Ecuaciones de

estado en la ecuacion 17. Ecuacién 18. Ecuaciones de estado (3).

= 9,8 e o ez
g s Definicion de los Puntos de
K og0 m " Equilibrio
M= 245 7 = 400 =
Para encontrar los puntos de equilibrio
B 75 m m del sistema Suspension Activa se
M T 245 & ’ &2 evalda el sistema sin entradas vy
haciendo las velocidades y
L1 m _ 408 aceleraciones igual a cero (Ruiz, 2014).
R ’ s’ Debido a eso se igualan a cero las
derivadas de las variables de estado y
k _ 980 m _ ggnm las entradas también, como se indica en
M, L 5" la ecuacion 19.
k
= 2500 m m = = = = = =
M, o1 g2 = 2500 § x3 x4 x5 x6 0; Zr FC 0
B, x, =x =x =x =0
= = 7—15? =75 ? 4 T2 6T
Ecuacion 19. Velocidades y entradas cero.
P _5m _cm
M, 1 ¢ s’ A partir de las Ecuaciones de estado, en
la ecuacidn 13, se obtienen entonces los
Ml = % ==1= puntos de equilibrio, tal como se detalla
us S N

en la ecuacion 20.

Ecuacion 16. Parametros del modelo.

B ll:l_i(x:s) -9~ I\Ijl_ss(x4) + Z_Z(xe) =0
3&3=x4—x6 M,
X, == 49

aé4 =— 400(x3) —~ 9,8 +



Revista de investigacion #ashtag

Ecuacién 20. Obtencién de los puntos de
equilibrio.

Una vez determinados los puntos de
equilibrio del sistema de suspension
activa se puede evidenciar lo siguiente:

e En las ecuaciones de estado que
describen la dindmica del sistema es
posible asumir despreciable la
gravedad g, es decir tomarla como
cero, puesto que no incide sobre
ninguna de las variables de estado
del sistema, en otras palabras
cuando el sistema estd en
movimiento la gravedad no tiene
relevancia.

e Por otra parte, al evaluar el
comportamiento del sistema en
reposo para determinar sus puntos
de equilibrio, se observa que la
gravedad es un factor que influye en
el valor que pueden llegar a tomar,
es decir la gravedad tiene relevancia
cuando el sistema esta estatico.

e Para este sistema se esperaria que los
n ilibri =
puntos de equilibrio fueran x, = 0y

X, = 0 cuando x,, X, Y z, estuvieran

en reposo y los resortes estuvieran
en su estado natural sin comprimir;
aunque en la realidad no es asi,
debido al efecto de la gravedad
sobre las masas existe una
compresion sobre los resortes
produciendo que los puntos de
equilibrio determinen un balance
estatico entre el peso de las masas y
las fuerzas existentes en el resorte,

de acuerdo con los valores de los
parametros especificados en el
manual de Quanser (2010b), para el
sistema Suspension Activa, son:
X, == 0,0245 y X, == 0,0135. Asi,

en la ecuacién 21 se presentan los
puntos de equilibrio del sistema.

Pe = | ]
€ x3e x4e x5e x6e

Pe = [- 0.02450 — 0.01350 |

Ecuacién 21. Puntos de equilibrio (Pe).

Debido a que el sistema Suspension
Activa es un modelo lineal, sus
ecuaciones de estado son de orden uno
y sin expresiones de seno o coseno, por
lo tanto no es necesario linealizar el
sistema alrededor de los puntos de
equilibrio.

Simulaciones del Modelo
Lineal y Resultados

En la figura 2 se muestra el diagrama
simulado en Simulink de MatLab del
sistema Suspension Activa, teniendo en
cuenta la gravedad.

2Lk 5
s =
[ -
=
=

Figura 2. Diagrama en Simulink del sistema
Suspensién Activa, con gravedad.

En las figuras 3 y 4 puede observarse el
comportamiento del sistema cuando las

b

por lo tanto los puntos de eqt?ﬁibrio.. 'e)
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entradas estan en cero, la posicion de x2
respecto a x1 (desplazamiento de la
carroceria respecto a la llanta) tiene un
desplazamiento de -0.0245 m. y la
velocidad sobre x, -la de la carroceria,
tiene una pequefia oscilacién pero se
estabiliza en cero, puesto que el sistema
no ha sido excitado.

Figura 3. Respuesta del sistema Suspension
Activa con gravedad en x,: (x,- X;).

Figura 4. Respuesta del sistema Suspension
Activa con gravedad en x,: (x,)".

En las figuras 5 y 6 puede observarse el
comportamiento del sistema cuando las
entradas estan en cero, la posicién de x;
respecto a z, —-el desplazamiento de la
llanta respecto a las irregularidades del
terreno, se desplaza -0.0135m. mientras
que la velocidad sobre x; -la de la
llanta, tiene una pequefia oscilacion
pero se estabiliza en cero puesto que el
sistema no ha sido excitado.

Si se cambia la entrada z_por un tren de

pulsos los desplazamientos (x-x;) y
(x1-z;) oscilan, pero al estabilizarse se
mantienen alrededor de -0.0245m. y de

o

-0.0135m., respectivamente. Por otras, 'e)

parte, por cada cambio de nivel en el
tren de pulsos de entrada, la velocidad
en x, y X cambia, teniendo una
oscilacion mayor en x, asi como un
mayor tiempo de estabilizaciéon. En las
figuras, desde la 7 hasta la 10, se
presentan todas estas variaciones, la
sefial en azul representa el tren de
pulsos de entrada.

b

Figura 5. Respuesta del sistema Suspensién
Activa con gravedad en x;: (x;- ;).

Figura 6. Respuesta del sistema Suspensién
Activa con gravedad en x;: (x;)’.

Tras lo anterior, se simul6 el sistema de
Suspension Activa sin tener en cuenta
la gravedad, y para ello se describi6 el
sistema lineal mediante el espacio de
estado indicado en la ecuacién 22. La
anterior descripcion fue empleada en
Simulink de Matlab, tal como se
muestra en la figura 11.

ks
Ms Ms

T A

[2;&;&;&]:[010—1—
3 4 5 6

1 Bus
+[000m - 10—Mus

Bs Bs
- OWOO(H

ks
Mus
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y =[1000010000100001][x,x, x,>

Ecuacion 22. Modelo lineal del sistema
Suspensién Activa sin gravedad.

Figura 7. Respuesta del sistema con

gravedad, y zr;tO, en X, (X~ Xy).

Figura 8. Respuesta del sistema con

gravedad, y z #0, en x;: (x)".

Figura 9. Respuesta del sistema con

gravedad, y z #0, en x;: (x;- 2,).

Figura 10. Respuesta del sistema con

gravedad, y Z.r;tO, en x;: (xq)".

Para simular el sistema de Suspension
Activa, sin gravedad, se usaron como
condiciones iniciales los puntos de
equilibrio, indicados en la ecuacién 21.

X' = Ax+Bu 4|—.I’|E|
)
(x1)1

In_(zr)1
ooon State-Space
40 Suspension Active (x1-zr)t
Fe1

Figura 11. Diagrama Simulink del sistema
Suspension Activa, sin gravedad.

En las figuras, desde la 12 hasta la 15, se
presenta la respuesta del sistema en
espacio de estados cuando todas las
entradas son cero. Al igual que el
sistema descrito teniendo en cuenta la
gravedad, los desplazamientos (x,-x;) y
(x1-z,) y la velocidad en x, y x; oscilan
hasta quedarse estable en un valor, en
este caso para todos igual a cero, lo cual
indica que el sistema no ha sido
excitado. La diferencia con el sistema
que tiene en cuenta la gravedad es que
al estabilizarse los desplazamientos no
se mantienen alrededor de los puntos
de equilibrio, aunque al ampliar la
gréfica en las figuras, desde la 16 hasta
la 19, se puede observar que inicia su
oscilacion a partir de los puntos de
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equilibrio: x, == 0,0245 y

X, == 0,0135.

Figura 15. Respuesta del sistema sin
gravedad en x;: (x;)'1.

Figura 12. Respuesta del sistema sin
gravedad en X,: (- x1)1.

Figura 16. Zoom del sistema Suspensién
Activa sin gravedad en x,: (X,- x;)1.

Figura 13. Respuesta del sistema sin
gravedad en x,: (x,)1.

Figura 17. Zoom del sistema Suspensién
Activa sin gravedad en x,: (x,)1.

Figura 14. Respuesta del sistema sin
gravedad en x;: (x;- z,)1.

Figura 18. Zoom del sistema Suspensién
Activa sin gravedad en x;: (x;- z,)1.
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Figura 22. Respuesta del sistema‘;;ni O

gravedad, y z # 0, en x;: (x1- z,)1.

Figura 19. Zoom del sistema Suspensién
Activa sin gravedad en x;: (x;)1.

Figura 23. Respuesta del sistema sin

gravedad, y z #0, en x;: (x;)'1.

Finalmente, se simuld el sistema en
espacio de estados sin gravedad

cambiando la entrada ér por un tren de

pulsos, como se muestra en las figuras,
desde la 20 hasta la 23. Al igual que en
la simulacién en donde se tiene en
Figura 20. Respuesta del sistema sin cuenta la gravedad, los

: desplazamientos (x,-X;) ¥ (X;-z,) oscilan,
pero al estabilizarse se mantienen
alrededor de Om. Ademads, por cada
cambio de nivel en el tren de pulsos de
entrada la velocidad en x, y x; cambia,
evidenciando tanto wuna oscilacién
mayor en X,, Como un mayor tiempo de
estabilizacion.

gravedad, y z #0, en x;: (- x9)1.

Conclusiones

Se evidenci6 que modelar un sistema

Figura 21. Respuesta del sistema sin real como el de la Suspension Activa,

gravedad, y ério, en x,: (x;)'1. mediante la formulacién de Lagrange,

facilité el modelamiento del sistema y

su descripciéon mediante variables de

estado, permitiendo de hecho una
mejor comprensién del mismo.

Se comprobé que un sistema puede
tener mas de un punto de equilibrio. La
selecciéon del punto de equilibrio mas
adecuado depende del comportamiento
real del sistema, puesto que establece
las limitantes propias de éste.
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Mediante Ias simulaciones realizadas se
observa que el sistema Suspension
Activa es un sistema lineal. Ademas, se
observa que es posible despreciar la
gravedad en el andlisis dindmico del
sistema, puesto que el comportamiento
no cambia al hacerla cero.

También se observa que al tral;;j?i
sistema alrededor de los puntos de
equilibrio se mantiene estable. Asi, se
podria llegar a mejorar los tiempos de
estabilizacion si se implementara algin
tipo de controlador, a manera de
posible trabajo futuro.
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